
Taylor	and	Maclaurin	Series	

First Development of Taylor Series Formula 

Let’s derive a polynomial approximation for a given function, ݂ሺݔሻ, of the form: 

݂ሺݔሻ ൌ ܿ଴ ൅ ܿଵሺݔ െ ܽሻ ൅ ܿଶሺݔ െ ܽሻଶ ൅ ܿଷሺݔ െ ܽሻଷ ൅ ܿସሺݔ െ ܽሻସ ൅ ܿହሺݔ െ ܽሻହ ൅	…	 

When  ݔ ൌ ܽ,  all but the constant term zero out and this equation simplifies to  ݂ሺܽሻ ൌ ܿ଴. 

Taking the first derivative of ݂ሺݔሻ, we get: 

݂ᇱሺݔሻ ൌ ܿଵ ൅ 2 ∙ ܿଶሺݔ െ ܽሻ ൅ 3 ∙ ܿଷሺݔ െ ܽሻଶ ൅ 4 ∙ ܿସሺݔ െ ܽሻଷ ൅ 5 ∙ ܿହሺݔ െ ܽሻସ ൅	…	 

When  ݔ ൌ ܽ,  this equation simplifies to  ݂ᇱሺܽሻ ൌ ܿଵ. 

Taking the second derivative of ݂ሺݔሻ, we get: 

݂ᇱᇱሺݔሻ ൌ 2! ∙ ܿଶ ൅ 3 ∙ 2 ∙ ܿଷሺݔ െ ܽሻ ൅ 4 ∙ 3 ∙ ܿସሺݔ െ ܽሻଶ ൅ 5 ∙ 4 ∙ ܿହሺݔ െ ܽሻଷ ൅	…	 

When  ݔ ൌ ܽ,  this equation simplifies to  ݂ᇱᇱሺܽሻ ൌ 2! ∙ ܿଶ. 

Taking the third derivative of ݂ሺݔሻ, we get: 

݂ᇱᇱᇱሺݔሻ ൌ 3! ∙ ܿଷ ൅ 4 ∙ 3 ∙ 2 ∙ ܿସሺݔ െ ܽሻ ൅ 5 ∙ 4 ∙ 3 ∙ ܿହሺݔ െ ܽሻଶ ൅	…	 

When  ݔ ൌ ܽ,  this equation simplifies to  ݂ᇱᇱᇱሺܽሻ ൌ 3! ∙ ܿଷ. 

	.		.		. 

Taking the ݊௧௛ derivative of ݂ሺݔሻ, we get: 

݂ሺ௡ሻሺݔሻ ൌ ݊! ∙ ܿ௡ ൅
ሺ݊ ൅ 1ሻ!

1!
∙ ܿ௡ାଵሺݔ െ ܽሻ ൅

ሺ݊ ൅ 2ሻ!
2!

∙ ܿ௡ାଶሺݔ െ ܽሻଶ ൅
ሺ݊ ൅ 3ሻ!

3!
∙ ܿ௡ାଷሺݔ െ ܽሻଷ 

൅	…	 

When  ݔ ൌ ܽ,  this equation simplifies to  ݂ሺ௡ሻሺܽሻ ൌ ݊! ∙ ܿ௡. 

Following the above pattern, each ࢉ‐value can be calculated as:  ܿ௞ ൌ 
௙ሺೖሻሺ௔ሻ

௞!
. 

Plugging the ܿ‐values into the original equation above, we get: 

݂ሺݔሻ ൌ ݂ሺܽሻ ൅
݂ᇱሺܽሻ

1!
ሺݔ െ ܽሻ ൅

݂ᇱᇱሺܽሻ

2!
ሺݔ െ ܽሻଶ ൅

݂ᇱᇱᇱሺܽሻ

3!
ሺݔ െ ܽሻଷ ൅ ⋯൅

݂ሺ௡ሻሺܽሻ

݊!
ሺݔ െ ܽሻ௡ ൅	… 

ൌ	෍ 	
݂ሺ௞ሻሺܽሻ

݇!
ሺݔ െ ܽሻ௞

ஶ

௞ୀ଴

	 

Note that we define  ݂ሺ଴ሻሺݔሻ  to be the zero‐th derivative of ݂ሺݔሻ, i.e. ݂ሺݔሻ itself. 



P a g e  | 2 

 

Second Development of Taylor Series Formula 

To derive the Taylor Polynomial for a given function, ݂ሺݔሻ, start with the function’s ሺ݊ ൅ 1ሻ௦௧ 
derivative, ݂ሺ௡ାଵሻሺݔሻ.  Integrate this derivative from ܽ to ݔ.  Let’s use ݐ as the integration variable 
in order to avoid confusion.  Also, constant terms will be shown in bold font. 

න ݂ሺ௡ାଵሻሺݐሻ
௫

௔
ݐ݀ ൌ ݂ሺ௡ሻሺݐሻ ቚ

ݔ
ܽ
ൌ ݂ሺ௡ሻሺݔሻ െ  ሻࢇሻሺ࢔ሺࢌ

On the right side of the equal sign, ݂ሺ௡ሻሺݔሻ is the ݊௧௛ derivative of ݂ሺݔሻ, and ࢌሺ࢔ሻሺࢇሻ is the ݊௧௛ 
derivative of ݂ሺݔሻ evaluated at  ݔ ൌ ܽ,  which is a constant. 

Continue integrating this expression: 

න ቆන ݂ሺ௡ାଵሻሺݐሻ
௫

௔
ቇݐ݀

௫

௔
ݐ݀ ൌ න ቀ݂ሺ௡ሻሺݐሻ െ ሻቁࢇሻሺ࢔ሺࢌ

௫

௔
ݐ݀ ൌ ൫݂ሺ௡ିଵሻሺݐሻ െ ሻࢇሻሺ࢔ሺࢌ ∙ ൯ݐ ቚ

ݔ
ܽ
 

ൌ ൣ݂ሺ௡ିଵሻሺݔሻ െ ሻ൧ࢇ૚ሻሺି࢔ሺࢌ െ ሻࢇሻሺ࢔ሺࢌൣ ∙ ሺݔ െ ܽሻ൧ 

න ቆන ቆන ݂ሺ௡ାଵሻሺݐሻ
௫

௔
ቇݐ݀

௫

௔
ቇݐ݀

௫

௔
ݐ݀ ൌ න ൫ൣ݂ሺ௡ିଵሻሺݐሻ െ ሻ൧ࢇ૚ሻሺି࢔ሺࢌ െ ሻࢇሻሺ࢔ሺࢌൣ ∙ ሺݔ െ ܽሻ൧൯

௫

௔
 ݔ݀

ൌ ൫݂ሺ௡ିଶሻሺݐሻ െ ሻࢇ૚ሻሺି࢔ሺࢌ ∙ ൯ݐ ቚ
ݔ
ܽ
െ ቈ

ሻࢇሻሺ࢔ሺࢌ

૛!
ሺݔ െ ܽሻଶ቉ 

ൌ ൣ݂ሺ௡ିଶሻሺݔሻ െ ሻ൧ࢇ૛ሻሺି࢔ሺࢌ െ ሻࢇ૚ሻሺି࢔ሺࢌൣ ∙ ሺݔ െ ܽሻ൧ െ ቈ
ሻࢇሻሺ࢔ሺࢌ

૛!
∙ ሺݔ െ ܽሻଶ቉ 

Until after ሺ݊ ൅ 1ሻ integrations, we have: 

න …ቆන ݂ሺ௡ାଵሻሺݐሻ
௫

௔
ቇݐ݀

௫

௔
ݐ݀… ൌ ሾ݂ሺݔሻ െ ሻሿࢇሺࢌ െ ሾࢌᇱሺࢇሻ ∙ ሺݔ െ ܽሻሿ െ ቈ

ሻࢇᇱᇱሺࢌ

૛!
∙ ሺݔ െ ܽሻଶ቉ 

െ ቈ
ሻࢇᇱᇱᇱሺࢌ

૜!
∙ ሺݔ െ ܽሻଷ቉ െ	…	െ ቈ

ሻࢇሻሺ࢔ሺࢌ

!࢔
∙ ሺݔ െ ܽሻ௡቉ 

Rearranging terms, we get:  

݂ሺݔሻ ൌ ݂ሺܽሻ ൅ ሻࢇᇱሺࢌ ∙ ሺݔ െ ܽሻ ൅
ሻࢇሻሺ࢔ሺࢌ

૛!
∙ ሺݔ െ ܽሻଶ ൅

ሻࢇᇱᇱᇱሺࢌ

૜!
∙ ሺݔ െ ܽሻଷ ൅	…	൅

ሻࢇሻሺ࢔ሺࢌ

!࢔
∙ ሺݔ െ ܽሻ௡ 

െ ቈන …ቆන ା૚ሻሺ࢚ሻ࢔ሺࢌ
࢞

ࢇ
ቇ࢚ࢊ

࢞

ࢇ
																																																										.቉࢚ࢊ…

ା૚ሻሺ࢞∗ሻ࢔ሺࢌ

ሺ࢔ ൅ ૚ሻ!
ሺ࢞ െ  ା૚࢔ሻࢇ

The last term, called the LaGrange Remainder ሺ࢔ࡾሻ, is the result of the ሺ݊ ൅ 1ሻ integrations.  So,  

݂ሺݔሻ ൌ ݂ሺܽሻ ൅ ݂ᇱሺܽሻ ∙ ሺݔ െ ܽሻ ൅
݂ሺ௡ሻሺܽሻ

2!
∙ ሺݔ െ ܽሻଶ ൅

݂ᇱᇱᇱሺܽሻ

3!
∙ ሺݔ െ ܽሻଷ ൅	…	൅

݂ሺ௡ሻሺܽሻ

݊!
∙ ሺݔ െ ܽሻ௡ ൅  ࢔ࡾ

Note: this term can 

be re‐written as: 
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Taylor Series Formula 

A Taylor series is an expansion of a function around a given value of ݔ.  Generally, it has the 
following form around the point  ݔ ൌ ܽ: 

݂ሺݔሻ ൌ ෍
݂ሺ௞ሻሺܽሻ

݇!

ஶ

௞ୀ଴

ሺݔ െ ܽሻ௞ ൌ ݂ሺܽሻ ൅
݂ᇱሺܽሻ

1!
ሺݔ െ ܽሻ ൅

݂ᇱᇱሺܽሻ

2!
ሺݔ െ ܽሻଶ ൅	

݂ᇱᇱᇱሺܽሻ

3!
ሺݔ െ ܽሻଷ ൅ ⋯ 

Maclaurin Series Formula 

A Maclaurin series is a Taylor Series around the value ݔ ൌ 0.  Generally, it has the following form: 

݂ሺݔሻ ൌ ෍
݂ሺ௞ሻሺ0ሻ
݇!

ஶ

௞ୀ଴

௞ݔ	 ൌ ݂ሺ0ሻ ൅
݂ᇱሺ0ሻ
1!

ݔ	 ൅
݂ᇱᇱሺ0ሻ
2!

ଶݔ	 ൅	
݂ᇱᇱᇱሺ0ሻ
3!

ଷݔ	 ൅ ⋯ 

Notice that each term has three components: 

 A function or derivative value at  ݔ ൌ ܽ:   ሻࢇሺ࢑ሻሺࢌ

 A factorial in the denominator:    ࢑! 

 ሺݔ െ ܽሻ to some power:      ሺ࢞ െ  ሻ࢑ࢇ

So, we can construct a Taylor Series using a table like this: 

࢑	  ሺ࢑ሻሺ࢞ሻࢌ  ሻࢇሺ࢑ሻሺࢌ ࢑!  ሺ࢞ െ  ሻ࢑ࢇ ሻࢇሺ࢑ሻሺࢌ

࢑!
ሺ࢞ െ  ሻ࢑ࢇ

0  ݂ሺݔሻ  ݂ሺܽሻ  1  1  ݂ሺܽሻ 

1  ݂ᇱሺݔሻ  ݂ᇱሺܽሻ  1  ሺݔ െ ܽሻ  ݂ᇱሺܽሻሺݔ െ ܽሻ 

2  ݂ᇱᇱሺݔሻ  ݂ᇱᇱሺܽሻ  2  ሺݔ െ ܽሻଶ 
	݂ᇱᇱሺܽሻ

2
ሺݔ െ ܽሻଶ 

3  ݂ᇱᇱᇱሺݔሻ  ݂ᇱᇱᇱሺܽሻ  6  ሺݔ െ ܽሻଷ 
	݂ᇱᇱᇱሺܽሻ

6
ሺݔ െ ܽሻଷ 

4  ݂௜௩ሺݔሻ  ݂௜௩ሺܽሻ  24  ሺݔ െ ܽሻସ  	݂௜௩ሺܽሻ

24
ሺݔ െ ܽሻସ 

Construct as many rows as are needed for the required task. 

Total  Sum of above 

An example of how to use this table is provided on the next page.   
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Example: 

Find the Maclaurin expansion for  ࢌሺ࢞ሻ ൌ ሺ૚ܖܔ ൅ ࢞ሻ  to six terms. 

Note that in a Maclaurin expansion, we let  ܽ ൌ 0,  which simplifies the resulting expressions.  
Let’s make a table for the expansion of  ࢌሺ࢞ሻ ൌ ሺ૚ܖܔ ൅ ࢞ሻ: 

࢑	  ሺ࢑ሻሺ࢞ሻࢌ  ሺ࢑ሻሺ૙ሻࢌ ࢑!  ሺ࢞ െ ૙ሻ࢑  ሻࢇሺ࢑ሻሺࢌ

࢑!
ሺ࢞ െ ૙ሻ࢑ 

0  lnሺ1 ൅  ሻݔ 0  1  1  0 (not a term) 

1 
1

1 ൅ ݔ
  1  1   ݔ  ݔ

2  െ
1

ሺ1 ൅ ሻଶݔ
  െ1  2   ଶݔ െ

1
2
 ଶݔ

3 
2

ሺ1 ൅ ሻଷݔ
  2  6   ଷݔ

1
3
 ଷݔ

4  െ
6

ሺ1 ൅ ሻସݔ
  െ6  24   ସݔ െ

1
4
 ସݔ

5 
24

ሺ1 ൅ ሻହݔ
  24  120   ହݔ

1
5
 ହݔ

6  െ
120

ሺ1 ൅ ሻ଺ݔ
  െ120  720   ଺ݔ െ

1
6
 ଺ݔ

Total  ݔ െ
1
2
ଶݔ ൅

1
3
ଷݔ െ

1
4
ସݔ ൅

1
5
ହݔ െ

1
6
଺ݔ

The answer to the stated problem is: 

lnሺ1 ൅ ݔ			~			ሻݔ െ
ଶݔ

2
൅	
ଷݔ

3
െ
ସݔ

4
൅
ହݔ

5
െ
଺ݔ

6
 

In we were to continue the process and show the complete Maclaurin expansion, it would be: 

lnሺ1 ൅ ሻݔ 		ൌ ݔ		 െ
ଶݔ

2
൅	
ଷݔ

3
െ
ସݔ

4
൅
ହݔ

5
െ
଺ݔ

6
൅⋯		ൌ 		෍

ሺെ1ሻ௡ିଵ	ݔ௡

݊

ஶ

௡ୀଵ
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LaGrange Remainder 

The form for a Taylor Series about  ݔ ൌ ܽ  that includes an error term is: 

݂ሺݔሻ ൌ ෍
݂ሺ௞ሻሺܽሻ

݇!
ሺݔ െ ܽሻ௞

௡

௞ୀ଴

൅ ܴ௡ሺݔሻ 

ൌ ݂ሺܽሻ ൅ ݂ᇱሺܽሻሺݔ െ ܽሻ ൅
݂ᇱᇱሺܽሻ

2!
ሺݔ െ ܽሻଶ ൅ ⋯൅

݂ሺ௡ሻሺܽሻ

ሺ݊ሻ!
ሺݔ െ ܽሻ௡ ൅ ܴ௡ሺݔሻ 

The term ܴ௡ሺݔሻ is called the Lagrange Remainder, and has the form: 

ܴ௡ሺݔሻ ൌ
݂ሺ௡ାଵሻሺݔ∗ሻ

ሺ݊ ൅ 1ሻ!
ሺݔ െ ܽሻ௡ାଵ 

where, ݔ∗ produces the greatest value of ݂ሺ௡ାଵሻሺݔሻ between ܽ and ݔ. 

This form is typically used to approximate the value of a series to a desired level of accuracy. 

Example:  Approximate √݁ using five terms of the Maclaurin Series (i.e., the Taylor Series about 

ݔ ൌ 0)  for ݁௫ and estimate the maximum error in the estimate. 

Using five terms and letting  ݔ ൌ ଵ

ଶ
,  we get: 

݁௫ 	ൌ 	1 ൅ ݔ ൅
ଶݔ

2!
൅
ଷݔ

3!
൅
ସݔ

4!
൅ ܴସሺݔሻ 

݁
ଵ
ଶൗ 		~		1 ൅

1
2
൅
ቀ12ቁ

ଶ

2!
൅
ቀ12ቁ

ଷ

3!
൅
ቀ12ቁ

ସ

4!
	ൌ 	1 ൅

1
2
൅
1
8
൅
1
48

൅
1
384

	ൌ 	૚. ૟૝ૡ૝૜ૠ૞ 

To find the maximum potential error in this estimate, calculate: 

ܴସሺݔሻ ൌ
௙ሺఱሻሺ௫∗ሻ

ହ!
ݔ  ହ  forݔ ൌ ଵ

ଶ
  and ݔ∗ between 0 and ଵ

ଶ
. 

Since ݂ሺݔሻ ൌ ݁௫, the fifth derivative of ݂ is: ݂ሺହሻሺݔሻ ൌ ݁௫.  The maximum value of this 

between  ݔ ൌ 0  and  ݔ ൌ ଵ

ଶ
  occurs at  ݔ ൌ ଵ

ଶ
.  Then, 

݂ሺହሻ ቀଵ
ଶ
ቁ ൌ ݁

ଵ
ଶൗ ൏ 1.65  based on our estimate of 1.6484375 above (we will check this after 

completing our estimate of the maximum error).  Combining all of this, 

ܴସ ൬
1
2
൰ 	ൌ 	

݂ሺହሻ ቀ12ቁ

5!
൬
1
2
൰
ହ

൏ 	
1.65
5!

൬
1
2
൰
ହ

ൌ ૙. ૙૙૙૝૛ૢૠ 

Note that the maximum value of √݁, then, is  1.6484375 ൅ 0.0004297 ൌ 1.6488672, which is 

less than the 1.65 used in calculating  ܴସ ቀ
ଵ

ଶ
ቁ,  so our estimate is good.  The actual value of √݁ is 

1.6487212… . 

 


